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Abstract Studiul inegalititilor integrale presupune utilizarea notiunilor clasice. In literatura de specialitate
sunt utilizate frecvent inegalitatile integrabile pentru obtinerea existentei, unicitatii, stabilitatii si diferitelor
propietati ale solutiilor unor ecuatii diferentiale nelinliare.

In literatura de specialitate sunt utilizate frecvent inegalitatile integrabile pentru obtinerea existentei,
unicitatii, stabilitatii si diferitelor propietati ale solutiilor unor ecuatii diferentiale nelinliare. Acest tip de inegalitati
joaca un rol important in teoria ecuatiilor diferentiale si integralelor. Inegalitatile de tip Gronwall au numeroase
aplicatii in rezolvarea problemelor de marginire, unicitate, stabilitate atat in teoria ecuatiilor diferentiale cat si in
ecuatii integrale de tip Voltera
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Este cunoscut interesul studiului pe semiaxa R+=[0,00) a solutiilor ecuatiilor diferentiale (in
special de primul si al doilea ordin). Apetitul pentru acest studiu a fost deschis de articolul lui
Gronwall [4]. Trebuie precizat ca studiul ecuatiilor de ordin doi este transformat, in genere, intr-
un sistem de ecuatii de ordin intdi. Existd cazuri cand aceste transformari sunt dificile sau
determinarea formei solutiilor prezinta un grad ridicat de dificultate.

Studiul inegalitatilor integrale presupune utilizarea notiunilor clasice. In literatura de
specialitate sunt utilizate frecvent inegalitatile integrabile pentru obtinerea existentei, unicitatii,
stabilitatii si diferitelor propietati ale solutiilor unor ecuatii diferentiale nelinliare.

In literatura de specialitate sunt utilizate frecvent inegalitatile integrabile pentru obtinerea
existentei, unicitatii, stabilitatii si diferitelor propietati ale solutiilor unor ecuatii diferentiale
nelinliare. Acest tip de inegalitati joaca un rol important in teoria ecuatiilor diferentiale si
integralelor. Inegalitatile de tip Gronwall au numeroase aplicatii in rezolvarea problemelor de
marginire, unicitate, stabilitate atat in teoria ecuatiilor diferentiale cat si in ecuatii integrale de tip
Voltera.

In 1919, in Ann. Math., T. Gronwall a enuntat urmatorul rezultat.

Teorema 1(Gronwall): Fie x(t),g(t) functii continue, pozitive cu valori reale pe intervalul:
J=[0,T], si a,B constante pozitive. Presupunem ca are loc inegalitatea:

Q) 0<x(t)<a+ ,Bj g(s)x(s)ds pe J.
Atunci 0
2 X(t) < aexp (ﬂj' g(s)ds] , pe J.
Demonstaratia teoremei, prezentata inoaceasta lucrare este data de loan A. Rus [6 ].

DEMONSTRATIE: Presupunem o si } constante reale pozitive. Notam

h(t) = [ 9(s)x(s)ds

Avem ca h’(t)< (a+ B h(t))g(t). Impartind cu a+ B h(t) si integrand, avem




1In%ﬂh(t)gjfg(s)ds sau X(t) < a + ph(t) Saexp(ﬂjg(s)dsj.

Tinand seama de ipoteza din teorema, rezulta concluzia .
#

Teorema 2: Fie x(t),a(t),b(t) functii continue, pozitive cu valori reale pe intervalul:
J=[0, T], si b(t)>0. Presupunem ca are loc inegalitatea:

3) 0<x(t) <a(t)+ j'b(s)x(s)ds pe J.
Atunci 0

(4) x(t) < a(t) +_tfa(s)b(s)exp Ub(r)d rjds, pe J.

t
DEMONSTRATIE: Notam cu y(t) = jb(s)x(s)ds.
0

Avem ca y’(t)=b(t)x(t) < b(t)(a(t)+y(t))=b(t)a(t)+b(t)y(t).
Obtinem ca, y’(t)< b(t)a(t)+b(t)y(t).

t
Inmultim ultima inegalitate cu exp[— jb(s)dsj Si obtinem ca
0

t t
d —|b(s)ds —|b(s)ds

—| y(t)e ° <a(t)b(t)e °
m y(t) (t)b(t)
t tb(r)dz‘
Prin integrare avem ca: y(t) < ja(s)b(s)es ds, peJ.
0

De unde, se obtine inegalitatea dorita.
#

Teorema anterioara se gaseste in V. Barbu [1 ] si ca aplicatie in V. Radulescu [ 8].

Teorema 3 Fie x, k,v e C ([0.T], R+) si M >0. Daca :
(5) X(t) < M +Jt'(k(s)x(s) +v(s))ds, vt [0,T]
Atunci avem inegalitatea : O
X(t) < Mexp Uk(s)dsj + j'v(s) exp U k(u)dujds.

DEMONSTRATIE:Fie X= C([0,T], R+) spatiul Banach .Consideram operatorul A:X—X
definit de relatia :

AX(t) =M +j.(x(s)k(s) +v(s))ds, (V) €[0,T]



Atunci (5) devine x(t)< Ax(t).
Fie t >0, t numar real. Pentru x din X consideram norma Bielecki:

ul, = suplue”
te[0,T]

si notam cu dg metrica indusa.

Relatia de ordine < definita astfel : pentru orice X, ye X, avem X <y daca si numai daca
X()< y(t), oricare ar fit € [0,T] Fie x, ye X astfel incat x < y. Se observa ca Ax(t) < Ay(t),
adica, A este operator crescator.

Deoarece k este definita pe un interval inchis si marginit, atunci exista L >0 astfel incat
|k(t)] = L, pentru orice t din intervalul [0,T]

t
Consideram estimarea : |AX(t) — Ay(t)| < I|k(s)||x(s) —y(s)[ds < L||x -y, e"
0 T

De unde obtinem ca : ||JAx-Ay||s < L |IX-Y|s.
T

Vom lua 7 astfel incat L/t < 1. Obtinem astfel ca A este contractie in spatiul metric
complet (X, dg ).Obtinem ca A este operator Picard si, deci, exista x* punct fix al lui A. Suntem
in conditiile teoremei 3 si cum X(t)< Ax(t) obtinem inegalitatea X(t)<s x*(t).

\VVom determina x*.

VVom considera ecuatia:

(6) x(t) =M + j'(k(s)x(s) +V(s))ds, vt [0,T].

Derivam ecuatia (6) si obtinem x’(t)=k(t)x(t)+v(t). Aplicand metoda variabilelor
constante obtinem ca solutia acestei ecuatii este :

X*(t)=M epr k(s)dsJ + j.v(s) epr k(u)dqus :

Obtinem, astfel inegalitatea din enunt.
#
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